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TEXTO DE F-313

Tanto para a teoria do oscilador harmonico, quanto
para conceitos de fisica ondulatoria existe uma grande vantagem
em se trabalhar com numeros complexos. De infcio estes podem pa-
recer encobrir os conceitos fisicos dentro de uma matematica pou
co familiar, mas, uma vez passada a novidade, a simplificacao -

real das manipulacoes se torna evidente.

0 numero complexo A & definido como um par ordena-
do de numeros reais: ‘2

Lezad
(a,b) (1)

Os dois numeros reais a e b sao chamados, respectivamente, a par

1

Az a + 1 b

te real e a parte imaginaria de A. 0 modulo do numero complexo A

e definido por:

|A] = az + b2 (2)

Representacao Polar: Da mesma forma que um numero

real e representado qeometricamente por um ponto numa reta, o nu

mero complexo e representado por eixo 1 A = a+ib
um ponto num plano, com componen imagi- ,/}a
P P g el nario [A| |

tes Cartesianas a e b,

A partir da formula de Euler,
e' ¥ - cos ¢ + 1 sen ¢ , (3)

ve-se que qualquer numero comple
x0 A pode ser escrito:

A= [A]l cos ¢ + i [A| sen ¢ = |A]

com:

tg ¢ = L (s)
a

Chamamos (,) a representagao polar de A. O anqulo ¢ € denominado
de fase ou argumento de A.
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Complexo Conjugado: Definimos o complexo conjuga-

do de A = a + i b por:

Al =a - b (o)

A - A (7)

Podemos verificar analiticamente ou a partir da figqura que
i - 1¢
CIAl e P = |A] e (e)

As 4 Operacoes: A soma e subtracao de dois numeros

complexos € definida por:

ATA = (a+ib)t (av+ib')=(ata)y+i(b¥n) (o)

A soma e comutativa e associativa.

(]

A definigao do produto de dois numeros complexos
a mesma que a do produto de binomios algebricos, guardando-se a
regra que:

'i.'i-—‘-'] (10)
Assim:

(a+i b).(a'+i b')= aa'+(i.i)bb'+i a b'+i a'b

=aa'-bb' + i (ab'+ b a'), Can)
parte real parte imaginaria

~ *
Essa definigao permite relacionar |A|2 = A.A ., Sempre que temos
produtos e mais facil utilizar a representacao polar, pois pode-

mos verificar que:
CIAl €™ T 0a] e ] < |ajjarje’l e+ o] Caz)

Entao, para multiplicar dois numeros complexos, basta tomar o
produto dos modulos e a soma das fases. As operagoes inversas
também ficam mais faceis na representacao polar. Assim temos o

quociente entre dois numeros complexos:

|A|ei¢ = —lﬁl“ ei(¢' ¢") (13)

|At]e'® | A]



e a enesima raiz:

\/ \/ |A| e 1(¢/n) { i)

* *®

* * * *
EX: Mostre que [ A+B ] =A +B e que [ A.B] =A .B

A introdugao de numeros complexos € essenciel ao es
tudo das fungoes analiticas. 0 nosso interesse imediato no seu
uso vem do fato de ser muito mais facil lidar com exponencieis
complexas do que com funcgoes trigonometricas. 0 fato de que, uma
vez obtida uma igualdade entre dois numeros complexos, podemos
igualar tanto as partes reais quanto as imaginarias, permite tra
balhar o tempo todo com funcoes complexas e so no final tirar a
parte real (fisica) do resultado.

EX: Da igualdade:

1 21 i z2 z] + 22 z] - 22 zT - 22
e % = exp(i ———=)| exp(i ——5)+ exp(-i —puy—5)

]Podemos tirar a parte real, obtendo:

i z] i 22
Cos z, + cos z, = Re e + e
2y + 2, z] - 2z z, 22) }
= Re{exp (i ———7———) exp ( 5 )+ exp( 3
= % Py ™ %3
= Re{exp (i ) 2 €o§ ——py—=}

2 cos wl—1r——g Re {exp(i —") }

2 cos ——2——-2— cos —]——2-———

IT- EQUAGOES DIFERENCIAIS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM:

Sao todas as equagoes diferenciais da forma:

a, (t) x + ay (t) x + a, (t) x = F (t), (1s)



onde cada ponto sobre o x significa uma derivagao com relagao a
t. As equagoes de movimento de uma particula que se move ao lon-
go de uma reta sao da forma:

X w et F(X,X,t) (16)

m
Assim, se a forga depender so de x , de ; , Ou de t , ou de uma
combinagao linear dessas tres variaveis caimos numa equagao line
ar de segunda ordem. A teoria dessas equagoes e valida para o ca
so em que a variavel independente t € um numero complexo e a va-
riavel dependente x também & um numero complexo. Na fisica, -
as grandezas sao todas reais, de maneira que as equagoes diferen
ciais que aparecem tem coeficientes reais e as solugoes procura-
das também sao fungoes reais.
Entretanto, em muitos casos vale apena trabalhar com as fungoes
complexas e so no final usar a parte real da solugao matematica
como solugao do problema fisico. A demonstracao de que isso & -
possivel € simples:
Suponha que encontramos uma solugao complexa:
x (t) = G (t) + 1 G,(t) da equagao diferencial (,5), onde os coe
ficientes a_(t) sao reais e o termo F(t) = F.(t) + 1 Fo(t) e -
i

n
complexo. Dail sabemos que:

a,(t) (B.(t) + 1 Gi(t)) + ay(t) (G () + i 6, ())+
WG+ 1 G.) = F (t)+ i F.(t)

(1?)
Igualando as partes reais, temos entao:
a,(t) G.(t) + a;(t) 6,.(t) + a (t) 6 (t) = F (t), (18)

ou seja, a parte real da solugdo & solugao da parte real da equa
Ggao.

Principio da Superposicao: € a base teorica para o

estudo das equacoes lineares. Para o caso particular da equagao
(1s) o principio diz que se x;(t) for uma solugao da equacao:

a,(t) X + a (t) X + a_(t)x

I
-n
—
—
[
S—

e se x,(t) for uma solugao da equagao:

az(t) X + aT(t) X + a_ (t)x

I
-

p]
—
o+
—

-



onde os coeficientes an(t) Sao 0Ss mesmos em ambas as equagoes, -
entao a funcao x(t) = xp(t) + x,(t) e solucao da equagao:

a,(t) X + aj(t) x + a (t) x = Fy(t) + Fy(t).

Demonstracao:

Dizer que x,(t) & solucao da 12 equa
cao significa que: az(t) ;] + aT(t) il + ao(t) x](t) = F1{t).

Do mesmo modo vemos que:

a,(t) ?é + @y (t) iz +a (t) x,(t) = Fp(t).

Somando termo a termo essas duas equagoes, temos:

az(t) ()(-[ + )(2) + a'l(t) (x] * Xz) * ao(t) (x] * XZ) = FT + F2
que @ o resultado desejado.

Se temos uma equagao em que o termo F(t) = 0 , dize

mos fque a equacao diferencial @ homogenea e no caso contrario que

ela @ nao-homogenea. 0 principio da superposicao diz entao que da

das duas solugbes x;(t) e x,(t) da mesma equacao homogenea, a -
sua soma tambem sera solugao, pois nesse caso:

Fe(t) = Fo(t) = F, + Fy =0 . £ facil também verificar que se mul
tiplicarmos uma solu¢ao de uma equagao homogenea por qualquer -
constante, o produto também sera uma solucao. Unindo esses dois -
resul tados, vemos que, dadas duas solucoes x](t] e xz{t) de uma
equagao homogénea, qualquer combinacao linear x(t) = Cy Xy (t)+C,
X,(t) por elas formada sera tambem uma solugao da equagao homoge-
nea.

Solugao Geral: E um fato, que nao sera provado aqui,

que, para uma equagao diferencial de 28 Ordem, a solucao mais ge-
ral que pode ser encontrada contem duas constantes arbitrarias.
Vemos assim que se conhecermos duas solugoes independentes x](t)

& xz(t) de uma equagao homogenea (ou seja, o0 caso em que 0 quoci
ente xz(t);x](t) nao for constante), entao a solugao geral sera -

gty 56y wyp(®) * €5 %(8) . onde as. cons'tantes C, e C, sao arbi-

trarias.

Se a equagao nao for homogenea, o principio de su-
perposicao mostra que qualquer solugao x;, (t) da equag¢ao homogenea
correspondente (a equagao que tem os mesmos coeficientes an(t)mas
F(t) = 0), superposta a uma solucao particular qualquer da equa-
¢ao nao-homogenea (x(t) = x,(t)), também sera uma solucdao da equa



solugao de:

My

equagao nao-homogenea. Isto e, se X, (t)

my

a,(t) X + a;(t) x + a (t) x = F(t) e x a solugdo geral de:

h

3 -

a,(t) X + aj(t) x +a_(t) =0

entao x (t) = xp(t) + x (t) e tambem uma solugao da equagao nao

homogénea. Como essa solugao contém as duas constantes arbitra-
rias da solugao da equagao homogenea, encontramos assim
a solucao geral da equagao nao-homogenea.

Equagcao com Coeficientes Constantes: Uma equagao -

que aparece com frequencia tanto na mecanica como na teoria de -
circuitos € a equagao linear com coeficientes constantes:

; Fo(t) (19)

X + 2 a x + wy X
0), temos sempre a solucgao:

1]

Para a equagao homogenea (F(t)

xh(t) = ept. A constante p e determinada substituindo essa solu-

Gao tentativa na equagao homogénea, donde se obtém:
PP 2ap+wdao (24)

As duas solugoes dessa equagao quadratica sao:

a =i (21)

Temos entao tres casos a discutir:

1) al> ™ (superamortecimento): ha duas solugoes reais:
[;a+ V az-wg t 3 [:-a- v az-wg;]t
x](t) = e xz(t) = e (22)

Se a >0 , ambas essas solugOes tenderao a zero quando t——>w , -
de forma que a solugao geral:

....._________.' F‘
+ \/ctz-wg t - az'-wg t

] e + C2e (23)

e‘(lt C

x, (t)

tambem tende a zero quando t—> .



2) |a| < w_ (amortecimento fraco): Definindo entao:

; ci Va2 o 2 N2 2 -

m] o a = a u)o. 24
vemos que as duas solugoes sao complexas. A solugao geral do pro
blema fisico sera a parte real da solugao complexa:

{=a + 1 w1)t (-a = i w1)t
xh(t) = Re Cl e + C2 e (25)

Mas as constantes C] e C, sao complexas, cabendo a representacao

2
polar:

C, = ]C][ e ;3 C, =C, e (26)
donde:

_ i(w,t+0,) -i(w,t+6,)
Xp = e ot Re ICq] e LS IC,l e LI

—— [ ]C]| cos(m1t+91) + |C2[ cos(w]t+92):} (27)

Aqui ocorre um fato estranho: a solugao geral de equagao homoge-
nea parece conter quatro constantes arbitrarias em vez das duas
previstas pela teoria. A discrepancia vem do fato que cada cons-
tante complexa equivale a duas constantes reais. Se desenvolver-
mos :

C cos (wt + 0) ={C cos B8) cos wt + (-sendC)sen wt =

= A cos wt + B sen wt ,

onde A e B sao constantes arbitrarias, vemos que obtivemos a so-
Tugao da equacao homogenea como uma superposicao de duas solu-
¢oes gerais. Obviamente basta uma solugao geral, de modo que te-
mos finalmente:

xp(t) = ¢C g ok cos(w,t + 6) (28)

Se o = 0 , ve-se que xp (t) e uma oscilacao harmonica simples, -
com frequencia Wy =0 . Isso e o que se poderia esperar, ja que

nesse caso a equagao homogenea € de fato a equagao de um oscila-
dor harmonico simples. No caso geral temos oscilagoes amorteci-

das com o tempo.



3) a = W (amortecimento critico): Temos nesse caso apenas uma -
solucao: p =-a . E facil de mostrar que nesse caso X, =t

e” %Y tambeEm & uma solugao da equagao homogenea.

A solugao geral e entao:

xp (t) = C, e Ot C, t grar (29)

a = w € o menor valor de a para o qual a solugao decai com o -

tempo sem efetuar oscilacoes.

Equacao Nao Homogenea: Existem metodos gerais para
se determinar uma solucao particular da equacao nao homogenea -

qualquer que seja a forma do termo ndo homogeneoF (t)na equagao(;s)

Como vimos devera esta ser somada a solu-
¢ao geral da equacao homogeénea para se obter a solucao geral da
equagao nao homogenea. Para as aplicacoes na fisica, o caso mais
importante @ quando o termo nao homogeneo € oscilatorio. Entao -
no caso mais simples procura-se uma solugcao para a equagao:

X + 2 o x + wg x = F cos (wt + 8) (30)

Como vimos antes, € mais facil resolver a equagao:

K42 ax+wl x=F (080 (31)

e depois usar a parte real da solugao obtida. Tentamos a solu-
¢ao: .
x,(t) = A el(wt +6) que substituida na equagao acima -

nos da uma equagao para o coeficiente A:

A=F/(—m2+'i2am+mg) (22)
A solugao particular e entao:
xn(t) - F ellwt+ 8) (33)

R
0{0

(w ) +1 2 aw

A maneira mais facil de obter a parte real dessa solugao € escre
ver o denominador complexo na representacao polar:

D=m2-m2+12am=lD|ei¢ (34)

onde:
]2

1012 = (0l - w?) + (2 o w)? (v5)



tg ¢ = 23O (s5)

) ilwt + 6) ; ~
Re [‘Xn(t)_} <pe | Lt i RE |- g tetvo¥)

. F cos (wt + 6 - ¢)
Re x. [ E) = (37)
n 21
b/(mi - w2)2+(2am)

e a solugao geral fica:
x (t) = F cos (wt + 8 - ¢) + xh(t)

2! (38)
\/2 2.2
(o, - w ) + (2aw)

Nos casos fisicamente relevantes, temos sempre o>0, donde ocorre

que:

Tim Xh(t) =0 . (39)
t—>00

enquanto que a solugao particular oscila com o tempo sem decair.
Por essa razao chama-se a solugao particular da equacao nao homo-
genea de solucao permanente, enquanto os outros termos sao denomi

nados de transientes. Note-se que a solugao permanente nao contem

nenhuma constante arbitraria, logo a solugao permanente nao depen
de das condicoes iniciais.

Forga Periodica Geral:De acdrdo com o teore

ma de Fourier podemos decompor qualquer funcao periodica numa su-

perposigao de senos e cossenos. Ha sua forma mais compacta, temos:

® i 2nn t
f(t) = & f e T , (vo)
nr_‘-fﬂ
se a fungao f(t) se repete depois de cada periodo T
Utilizando o principio da superposicao para
a solugao do oscilador harmonico forgado, vemos que a solucao de:



2 N 2 i w]t i mzt
X + 20 X + wo X = F] e + F2 e {%i)
e:

i(wyt + ¢,) 1(w,t + ¢,)

B 1 1 2 2
x,(t) = F, e + FZ e
\/ 2 2 \/ 2
2 2 2
(wo - m}) + (Zam]) (mg - mz) + (Zawz)

(w2)

0 teorema da superposigao se aplica,qualquer que seja o numero -
de termos que compoem a parte nao homogenea de equagao. Entao no
caso geral de uma forga periodica temos:

e , 2 i 2nm ¢t
X + 20 X + w, X = % f e T (uw3)

com a solugao:

« i(2nm t + ¢.)

xn(t) E ﬁ fn e z n
-
\/ ) 2 |2 2
w, - (2nm) + (2a.2nm)
T T
onde:

¢n=2{1. T ) (uh)

2 ,2nm





